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　　摘　要：为提高压电陶瓷驱动的快速反射镜的回转精度，对倒圆角三角型柔性支撑进行研究。首先利用卡氏

第二定理推导出倒圆角三角型柔性铰链柔度和回转精度理论计算公式；然后建立倒圆角三角型柔性铰链和两轴柔

性支撑的有限元模型，并进行仿真分析得出柔度和回转精度的仿真值。将仿真值与理论值进行比较，其结果表明，

最大误差在８％以内，验证了所推导公式的准确性。对比直圆型柔性支撑，在保证柔度的前提下，倒圆角三角型柔

性支撑的回转精度提高了４０％，具有重要的工程实用价值。
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０　引言

压电陶瓷驱动的快速反射镜（ＦＳＭ）具有高带

宽，响应速度快等优点。柔性铰链因其零摩擦、零间

隙、无需润滑、结构紧凑及无迟滞等优点［１３］，被广泛

应用于高精度、高带宽的场合，如快速反射镜系统、

激光快速控制反射系统、导弹轨道控制系统及微位

移调整装置等领域［４５］。１９６５年，Ｐａｒｏｓ和 Ｗｅｉｓ

ｂｏｒｄ根据欧拉伯努利梁理论推导出直圆型柔性铰

链各柔度的近似解［６］；Ｔ．Ｋｉｎｇ等分别对直圆、椭圆

和倒角型的柔性铰链进行有限元仿真分析，得出直

圆型柔性铰链具有精度高的特点［７］；ＮｉｃｏｌａｅＬｏｂｏ

ｎｉｔｕ等对三角型柔性铰链进行研究，其具有较高的

转动能力［８１０］。本文为了满足压电陶瓷驱动的快速

反射镜对高带宽和高精度的要求，设计了一种混合

柔性支撑，即倒圆角三角型柔性支撑。本文首先通

过理论推导，得出了倒圆角三角型柔性铰链的转动

柔度、回转精度和最大应力的理论计算公式，然后建

立倒圆角三角型柔性铰链和两轴柔性支撑的有限元

模型并进行仿真分析，通过对两种方法所得结果的

比较验证了理论推导公式的正确性。同时，通过与

直圆型柔性支撑的回转精度进行对比，倒圆角三角

型柔性支撑具有更高的回转精度。



１　倒圆角三角型柔性铰链的性能分析

图１为倒圆角三角型柔性铰链三维模型，偏转

中心在狓轴上。图１（ｂ）是由两对倒圆角三角型柔

性铰链组合而成的两轴柔性支撑，偏转中心在狕轴

上。柔性支撑狓、狔轴上分别对称安装一对压电陶

瓷驱动器，实现对柔性平台的控制。

图１　倒圆角三角型柔性铰链及其二轴支撑模型

　　倒圆角三角型柔性铰链的结构参数分别是宽度

犫、最小厚度狋、切割深度犪、长度犔、直圆半径犚，张角

α定为９０°，如图２所示。

图２　倒圆角三角型柔性铰链参数示意图

１．１　倒圆角三角型柔性铰链工作方向的柔度

首先列出柔性铰链厚度犺（狓）的表达式：

犺（狓）＝

－２狓＋狋＋２犪 狓∈ ０，犪＋ 槡２
２
－（ ）１［ ］犚

－２ 犚２－［狓－犪＋（１－槡２）犚］槡 ２
＋狋＋２犚 狓∈ 犪＋ 槡２

２
－（ ）１犚，犪＋ 槡３２

２
－（ ）１［ ］犚

２狓＋［（４－ 槡４２）犚－２犪＋狋］ 狓 ［∈ 犪＋ 槡３２
２
－（ ）１犚，２犪＋（槡２２－２）］

烅

烄

烆
犚

（１）

然后，利用卡式第二定理推导出铰链工作方向的转动柔度犆θ－犕狕：

　　犆θ－犕狕 ＝
１２
烅

烄

烆
犈犫

－
１

（２犪＋狋）
２＋

１

［（２－槡２）犚＋狋］［ ］２ ＋ ２犚

狋
５
２（４犚＋狋）

５
２
烅
烄

烆

×
槡狋 ４犚＋槡 狋

（２犚２＋４犚狋＋狋
２）２
·

［２４（１＋槡２）犚
５
＋（８８＋ 槡９２ ２）犚

４狋＋（７０＋ 槡９２ ２）犚
３狋２＋（２４＋ 槡４２ ２）犚

２狋３＋（３＋ 槡１０ ２）犚狋
４
＋

槡２狋
５］＋６犚（２犚＋狋）ａｒｃｔａｎ

槡２犚

槡狋 ４犚＋槡

烄

烆

烌

烎狋
＋ａｒｃｔａｎ

２犚＋狋

槡狋 ４犚＋槡（ ）［ ］烍烌
烎
烍

烌

烎
狋

（２）

式中犈为弹性模量。

１．２　倒圆角三角型柔性铰链的回转精度

通过卡式第二定理计算出中心点处的拉压柔度犆狔－犉狔２，即柔性铰链的回转精度犆犼：

　　犆犼 ＝
１２
烅

烄

烆
犈犫

１

４
－
２（犪＋犔）＋狋
（２犪＋狋）

２ ＋
－２犪＋２犔＋４犚－ 槡２２犚＋狋

［（２－槡２）犚＋狋］
烅
烄

烆
烍
烌

烎
２

＋
犚

２狋
５
２（４犚＋狋）

５
２
烅
烄

烆

×
槡狋 ４犚＋槡 狋

（２犚２＋４犚狋＋狋
２）２
·

｛犚（４犚＋狋）
２［４犚３＋１４犚

２狋－２（－５＋槡２）犚狋
２
＋狋

３］＋犔［２４（１＋槡２）犚
５
＋（８８＋ 槡９２ ２）犚

４狋＋

（７０＋ 槡９２ ２）犚
３狋２＋（２４＋ 槡４２ ２）犚

２狋３＋（３＋ 槡１０ ２）犚狋
４
＋槡２狋

５］｝＋６犔犚（２犚＋狋）·

ａｒｃｔａｎ
槡２犚

槡狋 ４犚＋槡

烄

烆

烌

烎狋
＋ａｒｃｔａｎ

２犚＋狋

槡狋 ４犚＋槡（ ）［ ］烍烌
烎
烍

烌

烎
狋

（３）

其中，

犔＝２［犪＋（槡２－１）犚］ （４）

１．３　倒圆角三角型柔性铰链的最大应力

　　倒圆角三角型柔性铰链最大应力：

σ狔ｍａｘ＝犽·
犕狕
犠狕

＝
犽犕狕

狋２犫／６
＝
６犽犕狕

狋２犫
（５）

式中：犽为应力集中系数
［１１］；犕狕 为所受绕狕轴的弯

矩；犠狕 为矩形截面抗弯截面模量。

犽＝
犚＋０．２５３狋
犚＋０．０９７狋

（６）

在进行机械结构设计时，仅知道柔性铰链的偏

转角度范围及材料的允许应力大小，而不知其所需
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弯矩的大小，故假设柔性铰链的最大偏转角为θ，则

对应的弯矩为

犕狕 ＝犓θ狕，犕狕·θ＝θ／犆θ－犕狕 （７）

将式（６）、（７）代入式（５），可得铰链工作时最大

应力和偏转角的关系为

σ狔ｍａｘ＝
６θ

狋２犫犆θ－犕狕
·犽 （８）

２　倒圆角三角型两轴柔性支撑与单个柔性铰

链刚度的关系

　　两轴倒圆角三角型柔性支撑由４个单自由度倒

圆角三角型柔性支撑先并联、后串联而成。

２．１　绕狓轴的转动刚度

如图３所示，柔性支撑狓 向转动刚度由铰链１

和３大弯曲变形刚度并联，再与铰链２和４小弯曲

刚度并联的刚度串联形成。

图３　绕狓轴的转动刚度图

故绕狓轴的转动刚度为

犓θ－狓＝
（犓１－小刚度＋犓３－小刚度）（犓２－大刚度＋犓４－大刚度）

犓１－小刚度＋犓３－小刚度＋犓２－大刚度＋犓４－大刚度
≈

２犓１－小刚度 （９）

其中，

犓２－大刚度 ＝犓４－大刚度 ≥犓１－小刚度 ＝犓３－小刚度 （１０）

２．２　绕狔轴的转动刚度

与绕狓轴的转动同理，绕狔轴的转动也是由４

个铰链先并联、后串联而成，如图４所示。

图４　绕狔轴的转动刚度图

故绕狔轴的转动刚度为

犓θ－狔 ＝

　　
（犓１－大刚度 ＋犓３－大刚度）（犓２－小刚度 ＋犓４－小刚度）

犓１－大刚度 ＋犓３－大刚度 ＋犓２－小刚度 ＋犓４－小刚度
≈

　　２犓２－小刚度 （１１）

其中，

犓１－大刚度 ＝犓３－大刚度 ≥犓２－小刚度 ＝犓４－小刚度

（１２）

明确柔性支撑与单个柔性铰链之间的关系后，

通过系统对柔性支撑的工作带宽、转角范围等目标

参量的要求，可确定单个柔性铰链的犚、犪、狋、犫等

参数。

３　实例计算与有限元分析

３．１　实例计算

某压电陶瓷控制的快速控制反射镜系统需要实

现在２个正交方向上±５ｍｒａｄ的最大转动角度，工

作带宽要求工作方向转动柔度大于０．０２５ｒａｄ／（Ｎ

·ｍ）。选用材料 Ｔｃ１０的情况下，其抗拉强度为

１２００ＭＰａ，许用应力为 １６０ ＭＰａ，弹性模量为

１０６ＧＰａ。

之前应用于该系统的是直圆柔性铰链支撑，其

基本参数为犚＝５ｍｍ，狋＝１ｍｍ，犫＝８ｍｍ。其转动

柔度为０．０２６１ｒａｄ／（Ｎ·ｍ），回转精度为０．００９３

ｍｍ／（Ｎ·ｍ）。为提高回转精度，决定用倒圆角三

角型柔性支撑替代直圆柔性支撑。

考虑到柔性支撑的外形尺寸限制和内、外径差

别过大带来的耦合影响，故取值上参考直圆柔性支

撑，初取犪＝５ｍｍ，犫＝８ｍｍ，犚、狋的取值范围为０～

１，初取犚＝狋＝０．５ｍｍ。分别绘制犚、狋对转动柔

度、回转精度和最大应力的影响曲线图，如图５～７

所示。

图５　转动柔度犆θ－犕狕
随参数犚、狋的变化关系

图６　回转精度随参数犚、狋的变化关系
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图７　最大应力随参数犚、狋的变化关系

由图５、６可见，犚、狋对回转精度和转动柔度的

影响曲线相似。当狋＝０～０．４ｍｍ时，对回转精度

与转动柔度影响都较大，故应尽量避免，否则微小的

加工误差可能会引起精度和柔度的巨大变化。

由于倒圆角三角型柔性铰链提高了回转精度，应

力必然会相对集中。Ｔｃ１０的许用应力为１６０ＭＰａ，在

犚＝狋＝０．６ｍｍ时，最大应力为１３２．６４ＭＰａ。由于是

在理想化情况下进行计算，考虑到±１０％的误差，最

大应力不超过１４５ＭＰａ，小于许用应力，符合预期。

最终取犚＝狋＝０．６ｍｍ，单铰链转动柔度的理

论计算值为０．０５２ｒａｄ／（Ｎ·ｍ），回转精度为０．０６４

ｍｍ／（Ｎ·ｍ），最大应力为１３２．６４ＭＰａ，在增加柔

度的同时提高了回转精度。

３．２　有限元仿真分析

为了验证推导解析式的准确性，分别对倒圆角

三角型柔性铰链和柔性支撑建模。利用有限元建模

软件 ＭＳＣ／ＰＡＴＲＡＮ２０１０和有限元分析软件 ＭＤ

ＮＡＳＴＲＡＮ２０１０进行有限元分析。图８为有限元

仿真模型图。

图８　有限元仿真模型图

铰链在工作方向的柔度为

犆θ－犕狕 ＝
犕狕

Δθ
＝

犕狕
狊ｍａｘ／犚ｍａｘ

＝
犕狕·犚ｍａｘ
狊ｍａｘ

（１３）

式中：犚ｍａｘ为位移最大处与转动中心的距离；狊ｍａｘ为

最大位移。

四面体网格的平均边长为０．３ｍｍ，六面体网

格在细颈处附近划分平均边长约为０．０６ｍｍ。具

体仿真数据如表１所示。

表１　不同形状单元下，３种目标参数仿真值比较

σ狔ｍａｘ／ＭＰａ

四面体网格 六面体网格 放大系数

柔性铰链 １２９．３２ １４１．９９ １．０９８

两轴柔性支撑 １２８．４５ １４１．０４

犆θ－犕狕
／（ｒａｄ·Ｎ－１·ｍ－１）

四面体网格 六面体网格 放大系数

柔性铰链 ０．０５５８ ０．０６０４ １．０８２

两轴柔性支撑 ０．０２７６ ０．０２９７

犆犼／（ｍｍ·Ｎ
－１·ｍ－１）

四面体网格 六面体网格 放大系数

柔性铰链 ０．００６２ ０．００６８ １．０９７

两轴柔性支撑 ０．００６０ ０．００６６

　　由表１可看出，在网格精细化后，计算柔度、回

转精度和最大应力的仿真结果都有不同程度的放

大。由于两轴柔性支撑用ＭＳＣ／ＰＡＴＲＡＮ２０１０在

划分六面体网格时有一定的困难，所以，先使用四面

体网格对柔性支撑进行划分，并仿真分析出计算结

果，将得出的结果乘以放大系数，得到的最终结果即

为最终的仿真结果。最后得出倒圆角三角型两轴柔

性支撑转动柔度的仿真结果为０．０２９７ｒａｄ／（Ｎ·

ｍ），最大应力的仿真结果为１４１．０４ＭＰａ，回转精度

的仿真结果为０．００６６ｍｍ／（Ｎ·ｍ）。

３．３　结果分析比较

柔性支撑的仿真计算和理论计算结果如表２所

示。由表可看出，计算结果与仿真结果误差在８％

内，证实了理论推导的准确性。由表３可见，在保证

转动柔度基本不变的前提下，相比直圆型柔性支撑，

倒圆角三角型柔性支撑的回转精度提高了４０％，具

有重要的工程实用价值。

表２　仿真计算与理论计算结果对比

理论计

算结果

仿真计

算结果

相对误

差／％

转动柔度／

（ｒａｄ·Ｎ－１·ｍ－１）
０．０２７７ ０．０２９７ ６．７３

回转精度／

（ｍｍ·Ｎ－１·ｍ－１）
０．００６１ ０．００６６ ７．５８

最大应力／

ＭＰａ
１３２．６４ １４１．０４ ５．９６
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表３　倒圆角三角型柔性支撑与

直圆柔性支撑各参数对比

直圆型

柔性支撑

倒圆角三角

型柔性支撑

变化

率／％

转动柔度／

（ｒａｄ·Ｎ－１·ｍ－１）
０．０２６１ ０．０２９７ １３．８

回转精度／

（ｍｍ·Ｎ－１·ｍ－１）
０．００９３ ０．００６６ ４０．９

最大应力／

ＭＰａ
１２７．２９ １４１．０４ １０．８

４　结束语

本文首先利用卡氏第二定理推导出倒圆角三角

型柔性铰链的转动柔度、回转精度计算公式，并根据

所推导的公式，分析了倒角半径和最小厚度对其转

动柔度、回转精度和最大应力的影响；然后进行实例

计算，并利用有限元建立倒圆角三角型柔性铰链和

两轴柔性支撑的模型计算出仿真结果。将仿真结果

与理论计算结果进行对比，其结果表明，最大误差在

８％以内，验证了所推导公式的准确性；与直圆型柔

性支撑对比，在保证转动柔度基本不变的前提下，倒

圆角三角型柔性支撑的回转精度提高了４０％。本

文推导的倒圆角三角型柔性铰链理论计算公式，可

满足在柔性支撑优化设计过程中确定几何参数值的

要求。本文所设计的倒圆角三角型柔性支撑，具有

重要的工程实用价值。
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